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D e  l 'Usage  des In~galit~s  de H a r k e r - K a s p e r *  

PAR EMMANUEL GRISON 

Laboratory for Insulation Research, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Massachusetts, J~tats- Unis 

(Refu le 10 mars 1951) 

The various limits set by Harker-Kasper inequalities are compared. I t  is shown that the simple 
inequality (Ua _+ U~,)* ~< (1 _+ U~+~.) (1 + U~_a,) 

is the most powerful. A table is given for its systematic use. 

Harker & Kasper (1948) ont los premiers attir4 Fatten- 
tion sur la possibilit6 d'6tablir des limites entre los- 
quelles doit so trouver le factour do structure Fake. Cos 
limites ~tant fonctions dos F2k~, quantit~s fourniers par 
l'exp~rionce, fl est possible d'en d~duiro le signo do 
F~,~ (nous nous limiterons dans tout  co qui suit au soul 
cas des structures qui ont un centre de sym~trie). 

Los in4galit4s de Harker-Kaspor,  qui fixent cos 
limites, sent d~duites, d'uno mani~ro purement formello, 
do l 'application de l'in~galit6 de Cauchy: 

] Z a ,  bi]~ < Z  ]ai]~.Z ]b,[ 3 • 
i i i 

Toutes les in~galit~s obtenues de cette manigre 
peuvent ~tre ramen~es £ deux types fondamentaux 
dont on pout d~river un grand nombro d'autres in~- 
galit~s, en particulier en appliquant systgmatiquement 
les operations de symgtrie du r~seau r~ciproque. Cette 
d~rivation syst6matiquo a gt6 mise on lumigre par 
MacGillavry (1950). 

Par  ailleurs, Karle & Hauptman (1950) ont d~- 
montr~ que la condition n~cessaire et suffisante pour 
que la densit~ ~lectronique soit positive pouvait  ~tre 
raise sous la forme d'une certaine s~rie d'in~galit~s; la 
n~me in~galit~ de la s~rie fair intervenir des d~termi- 
nants d'ordre n; c'est donc une relation entre los puis- 
sances d'ordre ~< n des F ~ .  La 2~me in~galit~ relic los 
F ~  et leurs carr~s. 

• This work has been sponsored jointly by the Office of 
Naval Research, the Army Signal Corps and the Air Force 
under O.N.R. contract N5ori 07801. 

Goedkoop (1950), approfondissant ot pr6cisant la 
th~orio math6matiquo qui est ~ leur base, a fait la 
syn th~e  de cos divers travaux. 

Nous nous limitorons ici ~ l 'oxamen do cellos do cos 
in~galit~s qui sent d 'un int~rgt pratique pour la solution 
du problgmo dos phases ot nous tontorons d'en pr~cisor 
los meilloures conditions d'utilisation. Nous no con- 
sid~rons quo los in~galit6s faisant intorvenir los facteurs 
de structure et lours carr6s. Nous nous conformerons 

la notation d'usage off l'indico H remplace l'indico 
triple hkl et off UH=Fh~dZf ( f  factour atomique 
' unitairo '). 

Los deux 
sent: 

(V R + UB,)~< 2(1 + U~+H,), [ 

(v~+ v~,y<2(l + v~_n,), 
(uB+ uB,)~ < (1 + u~+B,) (1 + v~_~,). 

L'in6galit6 du 2~mo ordro do Karlo pout s'~crire: 

II u~.v~,  

types fondamentaux de Harker-Kasper  

(1) 
I 

(2) 

I-I UR±U'II <- J(1--U~) J(1--U*H') • (3) 
(1) Los ine~galit~s du type (1) sent moins strictes quo 

l'in6galit6 (3). En effot de (1) on d~tuit :  

II v , . v ~ , l - I  uH.~,{I<½(1-u~)+½(1-u~,). (4) 
Or 4(1-- U~) 4(1-- U2H ) < ½(1-- U~H) + ½(1-- U~,). (5) 

Mais par addition des deux in6galit6s (1) on obtient 
un renseignement suppl6montaire qui n'ost pas inclus 

dans (3)" U H . UB,~< ½(UH+R,+ UH_/~,), (6) 
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qu'on pout 4criro do fa~on 6quivalento: 

u~+w. uH_w-< ½( u ~  + u~,).  (7) 
(2) Karlo a not6 que si l 'on fait H=H' - -ou  si l 'on 

prond pour H' l 'un des homologues do H dans le groupo 
do sym4trie, de sorto quo Un= U~, l'in6galit6 (3) 
conduit aa m~mo r4sultat que (1). En effot dans co cas 
la limite do (3) vient so confondre avoc cello de (4) et 
l 'on retrouve l'in6galit6 bien connue: 

u ;  <<, ½+½u~. (s) 
I1 n'emp~cho que d'uno mani~re g6n4rale (3) est plus 

stricte quo (1). 
(3) L'in6galit6 donn6e par Harkor: 

(U H 4- Un,)~ < 1 +½(U~H+ U~H, ) 4- (Un+n,+  UH_n, ) (9) 

so d6duit simplomont dos in6galit6s (1) et est encore 
moins stricte quo colles-ci. En effet, l'in6galit6 (6), 
d6duite des in6galit4s (1) pout s'4crire" 

(U~ 4- Un,)~< U~+ U~, +_ (UH+H,+ UH_H,). (10) 

Done afortiori puisquo U~ < ½ + ½ U~. n 

(Un 4- U~,)~ ~< 1 + ½ ( U ~ +  Us, ,  ) _+ (Un+H,+ U,_, , ) .  (9) 

(4) L'in6galit6 (2), dent on voit imm4diatement, on 
vortu de (7) qu'elle est plus stricte que (9), est aussi plus 
stricto quo l'in4galit6 (3) de Karle. En effet (2) s'6crit: 

( v ~ -  vw)~< (1-  uH÷.,)(1- v,z_~.) 
Mais on tire de (8) 

2 Ut~n+~,) ,< ½ + ½U~+ w, 
ou 1 - U~(n+H,)/> ½(1 -- U~+H, ). 
Done 

(1 UH+H. ) (1-- U~_H, ) <. 4(1 ~ 
- -  - UtaH+nO)(1-- U[~H_H.,). 

Or l'in4galit4 (3) pout s'6criro do manigro 6quivalonto: 

( U ~ _  Um)~ <4(1 ~ - U~(~+H0)(1- U~(~_H, 3. 

Done (3) est moins stricto quo (2). 
Nous avons done d6montr6 quo, si l 'on consid~re los 

in4galit6s faisant intorvonir doux ordres H e t  H'  non 
identiques ni sym6triquoment 6quivalonts, les in6- 
galit4s (2) (Harker) assignent des limites plus strictes 
que l'in6galit4 (3) (Karlo), laquello ~ son tour est plus 
strieto quo (1) (Harker). 

Si los ordres H e t  H' sent idontiques ou sym6trique- 
merit 4quivalents, routes cos limites diff6rentes tendont 
vors une valour commune qui fair intervenir los har- 
moniques 2H, ou, solon lo groupe do sym6trie, los 
harmoniques du type U2~,0,0, U~,om, etc. Co type 
d'in6galit6 pout ~tre inventori6 do la mani~ro indiqu4e 
par MacGillavry. 

Los in6galit4s (1) (ou cellos qu'on on d6rivo par les 
op6rations de sym6trie), outre qu'olles sent moins 
strictes quo los in6galit6s (2) sent aussi moins maniablos 
en pratique, ~ cause do lour grande vari6t6, et parco 
qu'elles font intorvenir un plus grand nombre d'ordres 
diff6rents; los relations qu'on on tire doviennent rapide- 
ment compliqu6es. L'efficacit6 ot la maniabilit6 

sup4rieures des in6galit~s (2) a d'aillours fitA reconnue 
plus ou moins implicitement par los utilisateurs. 

L'utilisation syst6matique de cos in6galit~s, telle 
qu'efle a fit6 propos~e par Gillis (1948) puis par Burbank 
(1951) est plus simple et aussi efficace que l 'exploitation 
successive de tous los types possibles d'in6galit6s. 
C'est ainsi que dans lecas  de la structure de la nitro- 
guanidine, un examen syst6matique des 102 r6flexions 
do la zone (hkO) a permis de d6terminer le signe de 49 
d'entre ones, y compris routes los r6flexions de quelque 
importance. Los fact~urs unitaires U H avaient 6t6 
calcul4s on donnant ~ la constante B du facteur de 
temp6rature exp[-B(sinO/~) ~] la valour la plus 
61ev~e possible (de maui~re ~ rolever la valour moyenne 
des Un,  et ~ se d6gager autant  que possible des dim. 
cult6s indiqu4es par Hughes (1949)) pour laquelle n6an- 
moins on no roncontrait aucune incompatibilitY. Cette 
valour de B s'est trouv6e 6gale ~ 2,5, notablement plus 
61ev4e que la valour r~elle de 1,8 qui a 6t6 d6tormin~e par 
la suite. 

Lo Tableau 1, qui reprend et complete los indications 
d6j~ publi6es par Gillis et Burbank, donne le sch6ma 
g4n4ral d'utilisation syst6matique des in6galit~s (2). 

Tableau 1. Table pour l'usage de l'ind~alitd" 

(uH 4- u~.)~ < (14- UR+H')(1 4- Un-H.) 
On suppose [ UB+B, I>1 V~_~, I- 
Soient A = (1 + [ UB+ B, 1) (1 + [ U~_~, D 

B = ( I + I  UR+B, [)(1--] UH-H, I) 

D=(1 -I  Ua+~.I)(1- ] U~_~. l) 
E=(I u~ 1+[ u,v l)', F=(I u~ I-I on, I) ~, 

A>B>C>D, E>F. 
S~ = + 1 ou -- 1 solon quo lo signo do U~ est positif ou n6gatif 

Hypoth~so Conclusion 
E>B>D>F S~.S~,=S~+~,=S~_~, 
E > B > F > D Inoompatibilit6 
E>C>D>F S~.S~,.Sa+~,=+I 
E>C>F>D S~.S~,.S~+~,= + 1 

o~ ~ . ~ , . ~ _ ~ , =  + 1 
E > F > 0 > D Incomp~tibflit6 
E> D>F L'une do cos doux alternatives doit 6fro 

r6alis6o: 
Su+~,. Su_ H, = -- 1 
ou S~. Sa,. S~+~, = + 1 

E>F>D S~+a,.S~_~,= -- 1 

Je Liens ~ exprimor mes sinc~res romercioments K 
R. D. Burbank, dont los idles et l'exp6rience sont au 
point do d4part do co travail, et au professeur yon 
Hippel dont los encouragements et la bienveillance 
m'ont  6t6 pr6cieux. 
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