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De I'Usage des Inégalités de Harker-Kasper*
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Laboratory for Insulation Research, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Massachuseits, Ktats-Unis

(Regu le 10 mars 1951)

The various limits set by Harker—Kasper inequalities are compared. It is shown that the simple

inequality

(UgtUg)?<(1+£ Ugig) (12 Uz g)

is the most powerful. A table is given for its systematic use.

Harker & Kasper (1948) ont les premiers attiré 'atten-
tion sur la possibilité d’établir des limites entre les-
quelles doit se trouver le facteur de structure #;,. Ces
limites étant fonctions des F2,;, quantités fourniers par
Pexpérience, il est possible d’en déduire le signe de
Fp1 (nous nous limiterons dans tout ce qui suit au seul
cas des structures qui ont un centre de symétrie).

Les inégalités de Harker-Kasper, qui fixent ces
limites, sont déduites, d’une maniére purement formelle,
de I'application de 'inégalité de Cauchy:

|Sab; P<3 023 b

Toutes les inégalités obtenues de cette maniére
peuvent &tre ramenées & deux types fondamentaux
dont on peut dériver un grand nombre d’autres iné-
galités, en particulier en appliquant systématiquement
les opérations de symétrie du réseau réciproque. Cette
dérivation systématique a été mise en lumiére par
MacGillavry (1950).

Par ailleurs, Karle & Hauptman (1950) ont dé-
montré que la condition nécessaire et suffisante pour
que la densité électronique soit positive pouvait étre
mise sous la forme d’une certaine série d’inégalités; la
néme inégalité de la série fait intervenir des détermi-
nants d’ordre n; c’est donc une relation entre les puis-
sances d’ordre <n des F';,. La 2éme inégalité relie les
Fp 0t leurs carrés.

* This work has been sponsored jointly by the Office of

Naval Research, the Army Signal Corps and the Air Force
under O.N.R. contract N5ori 07801.

Goedkoop (1950), approfondissant et précisant la
théorie mathématique qui est & leur base, a fait la
synthése de ces divers travaux.

Nous nous limiterons ici & I’examen de celles de ces
inégalités qui sont d’un intérét pratique pour la solution
du probléme des phases et nous tenterons d’en préciser
les meilleures conditions d’utilisation. Nous ne con-
sidérons que les inégalités faisant intervenir les facteurs
de structure et leurs carrés. Nous nous conformerons
4 la notation d’usage ou l'indice H remplace 'indice
triple hkl et ot Ugzg=Fu/Zf (f facteur atomique
‘unitaire’).

Les deux types fondamentaux de Harker—Kasper
M (UgUgr<s U

(Ugt UglP<2(1 Uy _g),
UgtUp»P<(1+Ugig)(12Ug_g). (2)
L’inégalité du 2éme ordre de Karle peut s’écrire:
| Ug-Ug |~ Ugsr ||SVA-U%) JA-TU%). 3)

(1) Les inégalités du type (1) sont moins strictes que
P'inégalité (3). En effet de (1) on déduit:

HUg Ug|—|Ugsg || <3A-U%)+3(1-U%). (4)
Or J1-U%R) J1-U%)<3(1-U%)+3(1-U%). (5)

Mais par addition des deux inégalités (1) on obtient
un renseignement supplémentaire qui n’est pas inclus

dans (3): U U <3Ugem+ Usz), (6)
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qu’on peut écrire de fagon équivalente:

Ug+g-Ug-g<3(Usg+Usg). (7

(2) Karle a noté que si l'on fait H=H'—ou si 'on

prend pour H' I'un des homologues de H dans le groupe

de symétrie, de sorte que Ug=Ug—1’inégalité (3)

conduit ac méme résultat que (1). En effet dans ce cas

la limite de (3) vient se confondre avec celle de (4) ot
P’on retrouve I'inégalité bien connue:

U4<3+4U.5. (8)
Il n’empéche que d’une maniére générale (3) est plus
stricte que (1).
(3) L’inégalité donnée par Harker:

(UgtUg)?<1+3(Ug+Usg) + (Ugyg+Ug_g) (9)

se déduit simplement des inégalités (1) et est encore
moins stricte que celles-ci. En effet, I'inégalité (6),
déduite des inégalités (1) peut s’écrire:

(UgtUg)2<Uq+UR +(Uggp+ Ug_g). (10)
Donc a fortior: puisque U4, <3 +3U, g
(UgtUg)?<1+¥U,g+Usg) + (Ugig+Ug_g)- (9)

(4) L’inégalité (2), dont on voit immédiatement, en
vertu de (7) qu’elle est plus stricte que (9), est aussi plus
stricte que 'inégalité (3) de Karle. En effet (2) s’écrit:

(Ug—Ug)<(1-Ugg)(1-Ugy_g).
Mais on tire de (8)

Uig+mn<3+3Ugim»
ou 1-Ukgem 231 =Ugg).
Done

1-Ugg) 1= Ug_g)<4(1-Uigeg) 1= Uiig-g)-
Or l’inégalité (3) peut s’écrire de maniére équivalente:

(Ug—Up <41 =Uigim) 1 — Ukg-gy)-
Donc (3) est moins stricte que (2).

Nous avons donc démontré que, si ’on considére les
inégalités faisant intervenir deux ordres H et H' non
identiques ni symétriquement équivalents, les iné-
galités (2) (Harker) assignent des limites plus strictes
que 'inégalité (3) (Karle), laquelle & son tour est plus
stricte que (1) (Harker).

Si les ordres H et H' sont identiques ou symétrique-
ment équivalents, toutes ces limites différentes tendent
vers une valeur commune qui fait intervenir les har-
moniques 2H, ou, selon le groupe de symétrie, les
harmoniques du type U4, Usnoas ote. Ce type
d’inégalité peut étre inventorié de la maniére indiquée
par MacGillavry.

Les inégalités (1) (ou celles qu’on en dérive par les
opérations de symétrie), outre qu’elles sont moins
strictes que les inégalités (2) sont aussi moins maniables
en pratique, & cause de leur grande variété, et parce
qu’elles font intervenir un plus grand nombre d’ordres
différents; les relations qu’on en tire deviennent rapide-
ment compliquées. L’efficacité et la maniabilité
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supérieures des inégalités (2) a d’ailleurs été reconnue
plus ou moins implicitement par les utilisateurs.

L’utilisation systématique de ces inégalités, telle
qu’elle a été proposée par Gillis (1948) puis par Burbank
(1951) est plus simple et aussi efficace que 1’exploitation
successive de tous les types possibles d’inégalités.
C’est ainsi que dans le cas de la structure de la nitro-
guanidine, un examen systématique des 102 réflexions
de la zone (h%0) a permis de déterminer le signe de 49
d’entre elles, y compris toutes les réflexions de quelque
importance. Les facteurs unitaires Ug avaient été
calculés en donnant & la constante B du facteur de
température exp[—B(sin 6/A)?] la valeur la plus
élevée possible (de maniére & relever la valeur moyenne
des Up, ot & se dégager autant que possible des diffi-
cultés indiquées par Hughes (1949)) pour laquelle néan-
moins on ne rencontrait aucune incompatibilité. Cette
valeur de B s’est trouvée égale & 2,5, notablement plus
élevée que la valeur réelle de 1,8 qui a été déterminée par
la suite.

Le Tableau 1, qui reprend et compléte les indications
déja publiées par Gillis et Burbank, donne le schéma
général d’utilisation systématique des inégalités (2).

Tableau 1. Table pour Vusage de U'inégalité :
(Up+Up)<(12Ugg)(12Ugz g)

On suppose | Ugsn- |>| Ug_g |-

Soient A=(1+|Ugp )(1+]| Ugg|)
B=(1+|Ug,g N(1—=| Ug_g|)

C=(1-| Ugsn ) (1 +| Ug_g|)
D=(1-|Ugp-)(1—=|Ug_g-|)
E=(|Ug|+|Ug|)® F=(Ug|l—|Ug|3

A>B>C>D, E>F.
Sp=+1ou —1 selon que le signe de Uy est positif ou négatif
Hypothése Conclusion
E>B>D>F Sg.Sg=8g,g=8g_n
E>B>F>D Incompatibilité
E>C>D>F Sg. Sy -Sgig=+1
E>C>F>D Sg.8g Sgig=+1
et Sy.Sg..Sg_g=+1
E>F>C>D Incompatibilité
E>D>F L’une de ces deux alternatives doit étre
réalisée:
Sgia-Sp-g=—1
ouSg.8g.Sgp=+1
E>F>D Sgia-Sg_g=-1

Je tiens & exprimer mes sincéres remerciements a
R. D. Burbank, dont les idées et I’'expérience sont au
point de départ de ce travail, et au professeur von
Hippel dont les encouragements et la bienveillance
m’ont été précieux.
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